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Mathematik-Priifungstraining
7. Thema: Analytische Geometrie

Zusammenfassung des Stoffs

1. Vektoren

Ein Vektor ist eine Menge von Pfeilen mit bestimmter Lange und Richtung. Daher hat ein Vektor keine festgelegte

Lage im Koordinatensystem, insbesondere keinen Aufpunkt. Auch wenn man einen Vektor z.B. als AF darstellen
kann, bedeutet dies nicht, dass er bei A beginnt und bei B endet, sondern dass er, wenn er auf A beginnt, dann auch
auf B endet.

Daher konnen zwei Vektoren einfach graphisch addiert werden, indem man die Pfeile hintereinander héngt und
dann vom Fuf3 des ersten direkt zur Spitze des zweiten Vektors geht. Rechnerisch: AB + BC = AC

Ein negatives Vorzeichen vor dem Vektor dreht dessen Richtung um: —AB = BA

Ein konstanter Vorfaktor vor dem Vektor verldngert/verkiirzt ihn entsprechend: % . (2) = (;) (S-Multiplikation)

Ein Punkt P kann durch seinen Ortsvektor B festgelegt werden. Dies ist eine Kurzschreibweise fiir OP, wobei 0
fiir Origin (Ursprung), also den Punkt 0(0]0|0) steht. Man muss unterscheiden zwischen Punkt P(p,|p,|p3) und

. P1
Ortsvektor P = | P2 |.

D3
Den Vektor AB von A nach B kann man aus beiden Ortsvektoren bilden: AB = A0 + OB = —0A + B = B — A.

Die Linge (den Betrag) eines Vektors rechnet man aus mit Hilfe des Satz des Pythagoras: |d| = \/a? + a%(+a?)

-

Der zu einem Vektor d gehdrende Einheitsvektor @ ist der Vektor mit gleicher Richtung, aber Linge 1: ay = I%!I

2. Skalarprodukt und Winkel zwischen Vektoren

Das Skalarprodukt zweier Vektoren d@ und b ist definiert als d o b = la| - |l—))| - COS <I(51; B) )

Diese Definition wird aber eher in der umgekehrten Richtung interessant, wenn man ndmlich den Winkel ¢
_)OI_J)
|

a, b,
Das Skalarprodukt berechnet man einfach iiber die Koordinaten: @ o b = < a ) o ( b, ) = a;by + ayb,(+asbs)

Q

R
zwischen zwei Vektoren d und b berechnen mochte: cos ¢ =

QL
S

(as)/ \(b3)
Merke: Das Ergebnis des Skalarprodukts ist ein Skalar, also eine Zahl, kein Vektor!
Stehen @ und b senkrecht aufeinander, so gilt d@ o b = 0.
Zeigen d und b in die gleiche Richtung, so gilt d o b= la] - |B| Insbesondere also d o d = |d|? und |d| = Vd ° d.
Senkrechte Projektion: Das Skalarprodukt eines Vektors b mit einem Einheitsvektor a, b
ergibt die Linge des senkrecht auf die Richtung von d projizierten Vektors E;. —
a
Dies ist insbesondere spéter flir Abstandsbestimmungen niitzlich. “'/l_‘fl/J
bq
3. Vektorprodukt (Kreuzprodukt) und Flacheninhalt
azbz — azb;
Das Vektorprodukt zweier Vektoren d und b ist definiert als @ X b = (ag b —ay b3>. Achtung:
ab, —azby bxd=-dxh

Das Ergebnis des Vektorprodukts ist wieder ein Vektor.
Der Vektor @ X b steht L auf @ und auf b. Dies ist z.B. praktisch zur Bestimmung des Normalenvektors einer Ebene.

@ x E| = |al - |B | - sin«(d; B) ist gleich dem Flicheninhalt des von @ und b aufgespannten Parallelogramms.
Somit ist der Flécheninhalt des von @ und b aufgespannten Dreiecks gleich Ay = % . |51 X b |
Dann kann man sich auch leicht merken, dass a X hb=0 o a II b.
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4. Spatprodukt und Volumen
Das Spatprodukt dreier Vektoren d, b und & ist definiert als |(a@ x 5) o .

Das Ergebnis des Spatprodukts ist ein Skalar (eine Zahl), kein Vektor.
Es gibt die MafBzahl des Volumens des von d, b und & aufgespannten Spats an. Das Volumen des zugehorigen
Prismas betragt % Vspat » das Volumen der zugehdrigen Pyramide éVprisma = %Vspat .

Somit kann man sich auch leicht merken, dass die Reihenfolge der Vektoren keine Rolle spielt:
|(@xB)oé|=|do(bx&)| usw.

Und dass das Spatprodukt dann 0 ist, wenn die drei Vektoren keinen Spat aufspannen, also linear abhéngig sind.

5. Kreise und Kugeln

Dies hat unmittelbar mit dem Abstand zweier Punkte zu tun.
Ein Kreis (in 2D) bzw. eine Kugel (in 3D) ist die Menge aller Punkte X, die zu einem gegebenen Punkt M den

gleichen Abstand |W| = r haben.
Damit in der Formel keine Wurzel (von der Betragsbildung) steht, wird sie meist quadratisch formuliert:

_2 - — 2
|[MX|" = (X — M) =r? bzw. in Koordinatenschreibweise: (x; —my)? + (x; — my)?[+(x3 — m3)?] = 12

6. Linearkombinationen und lineare (Un)abhéngigkeit
Eine Linearkombination aus zwei (drei) Vektoren ist ein Term der Forma - 4 + b - U (+c¢ - ).

Zwei Vektoren heil3en linear unabhéngig, wenn sie nicht Vielfache voneinander sind. Dies kann man mit einem
Blick anhand der Koordinaten erkennen.

Drei Vektoren heiflen linear unabhingig, wenn keiner der drei als Linearkombination der anderen beiden dar-
stellbar ist. Dies ist nicht immer sofort zu sehen und sollte mit einem Gleichungssystem gezeigt werden. Wenn die
drei Vektoren aber linear abhingig sind und man dies (zufallig) sieht, dann reicht es, dies zu demonstrieren.

5 1 3 3 5 1
Bsp: U = <0>, V= (—1>, w= (2) linear abhiingig, da (2) = (0) -2 (—1)
1 0 1 1 1 0

Durch einen einzelnen Vektor lasst sich eine Gerade ,,aufspannen®, wenn ein Aufpunkt gegeben ist.
Im R? sind hochstens 2 Vektoren linear unabhéngig. Durch 2 lin.unabh.Vektoren lésst sich eine Ebene aufspannen.
Im R3 sind hochstens 3 Vektoren linear unabhéngig. Durch 3 lin.unabh.Vektoren lisst sich der Raum aufspannen.

7. Geraden
Eine Gerade g ist die Menge aller Punkte X, die sich von einem Aufpunkt A aus durch das Vielfache (A-fache)
eines Richtungsvektors U erreichen ldsst: g: X=A4A+1-u (Parameterform).

Sind zwei Punkte gegeben, nimmt man einen als Aufpunkt und den Differenzvektor AB als Richtungsvektor.

X1—a .
L1 einsetzt.

Koordinatenform: x, = mx; + t erhélt man aus PF, indem man in x, = a, + Au, das A = "
1

Um zu testen, ob ein Punkt P auf der Geraden g liegt, setzt man seine Koordinaten anstelle des X in die Geraden-
gleichung ein und versucht, ein A zu finden, das das resultierende Gleichungssystem 16st. Gibt es kein solches A,
dann liegt der Punkt nicht auf g.

Spurpunkte: Dies sind die Schnittpunkte einer Geraden mit den Koordinatenebenen. Um beispielsweise den Schnitt-
punkt einer Geraden mit der x; x,-Ebene zu bestimmen, interessiert man sich dafiir, welchen Wert x; und x, haben,
wenn X3, also die Hohe iiber der x; x,-Ebene, gleich Null ist. Ansatz: 0 = a3 + 1 - u3 (die x3-Koordinate der
Geradengleichung) nach 4 aufldsen. Dann dieses A in die Geradengleichung einsetzen, um S;, zu erhalten.

Senkrechte Projektion einer Geraden in eine Koordinatenebene: Anschaulich entspricht dies dem Schattenwurf einer
Geraden, wenn man genau von oben auf die entsprechende Koordinatenebene leuchtet. Von oben betrachtet ist die
,,HOheninformation®, d.h. die Koordinate, die mir entgegenlauft, irrelevant. Sie wird in der Geradengleichung Null
gesetzt, somit driickt man die Gerade also in die entsprechende Ebene, in ihren Schatten, hinein.

Gegenseitige Lage von Geraden: Sind die Richtungsvektoren i und ¥ linear abhiingig? Wenn ja, dann sind die
Geraden identisch oder parallel (durch Punktprobe (Einsetzen eines Aufpunkts in die andere Gerade) liberpriifen).
Wenn nein, dann schneiden sie sich oder liegen windschief, was sich durch das Losen des Gleichungssystems

A+21-% =B+ - ¥ unterscheiden lisst.
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8. Ebenen
Parameterform: E: X = A+ A1 - +pu-

Normalenform: in Vektordarst.: E: 71 o ()_f - /T) =0 / inKoordinatendarst.: E: nyxq + nyx, +nzx3; +ng =0

__r

+ In%+n§+n§
. . —_— . . — rd . Ny

Bei der HNF ist 1y so gerichtet (Vorzeichen), dass n o A > 0 ist, bzw. das VZ der Wurzel so, dass ——= < 0.

+ [n2+nZ+n?

Umwandlung PF - NF: Berechne als einen mdglichen Normalenvektor 7 = 7 X . 4 ist bereits bekannt. Somit
resultiert gleich die VD; ist die KD gewiinscht, wird das Skalarprodukt noch ausgefiihrt und die Konstanten zu n
zusammengefasst.

Hesse-Normalenform: VD: E: g o ()? - ﬁ) =0 / KD: E: (nix1 + nyxy +n3x3 +ny) =0

Umwandlung NF - PF: Suche zwei beliebige, aber linear unabhingige, Vektoren, fiir die 7 o 4 = 0 wird. Der

Aufpunkt A ist im Falle der VD bereits bekannt; im Falle der KD kénnen zwei Koordinaten von A mehr oder
weniger beliebig gewéhlt werden und die dritte Koordinate mittels der Ebenengleichung ausgerechnet werden.
In Sonderfillen (Ebene parallel zu ein oder zwei Koordinatenachsen, d.h. diese Koordinaten kommen in der
Ebenengleichung in KD nicht vor), muss dies bei der Wahl des Aufpunkts beriicksichtigt werden.

Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen: Bsp. x;-Achse: gesucht ist die x;-Koordinate, fiir die x, = x3 = 0 gilt.

X1 X1
Alsoin PF X = < 0 ) einsetzen und A und p eliminieren. Oder in NF X = < 0 > einsetzen und nach x; auflosen.
0 0

Spurgeraden: Schnittgeraden von E mit Koordinatenebenen. Bsp. x;x,-Ebene: Es muss x3 = 0 gelten.

Also in PF dritte Gleichung 0 = x3 = a3 + 1 - uz + u - v3 verwenden, um A durch p auszudriicken oder
umgekehrt. Dies dann in PF einsetzen, und es resultiert eine Geradengleichung in Parameterform.

Oder in NF x5 = 0 einsetzen und nach x, auflésen. Es resultiert eine Geradengleichung in Koordinatenform.

Lage von Geraden zu Ebenen: Hierfiir ist die NF praktischer. Die Geradengleichung fiir X wird in die Ebenen-
gleichung eingesetzt. Wenn dabei eine Gleichung fiir A resultiert, dann kann durch dessen Berechnung der Schnitt-
punkt von g und E bestimmt werden. Fillt das A heraus und ergibt sich eine wahre Aussage (0 = 0), so liegt die
Gerade komplett in der Ebene und es gibt unendlich viele gemeinsame Punkte. Fallt das A heraus und ergibt sich
eine falsche Aussage (z.B. 1 = 0), so liegt die Gerade parallel zur Ebene und es gibt keinen Schnittpunkt.

Gegenseitige Lage von Ebenen: Wenigstens eine der beiden Ebenen sollte in NF gegeben sein (notfalls umwandeln).
Sind beide in NF gegeben, so kann man die Normalenvektoren vergleichen. Sind sie linear unabhéngig, so schneiden
sich die Ebenen in einer Gerade (hierzu wéhlt man eine der drei Koordinaten und ersetzt sie in den Ebenengleichun-
gen durch A; die anderen beiden Koordinaten kann man dann jeweils als Funktion von A schreiben und erhélt somit
eine Geradengleichung in PF). Sind sie linear abhéngig, so kdnnen die Ebenen identisch sein oder parallel liegen.
Hierzu macht man die Punktprobe (setzt einen Punkt aus E in F ein oder umgekehrt).

Ist eine Ebene in NF, die andere in PF gegeben, so setzt man X aus der PF -Gleichung in die NF ein und erhilt eine
Gleichung fiir A und u. Eliminiert man hiermit einen der Parameter in der PF, so erhélt man die Geradengleichung.
Verschwinden A und p aus der Gleichung und ergibt sich eine wahre Aussage, so sind die Ebenen identisch, ergibt
sich eine falsche Aussage, so liegen die Ebenen parallel.

9. Abstand

a) Punkt-Punkt: d(P; Q) = /(g1 — p1)? + (q2 — P2)? + (q3 — P3)?

b) Punkt-Gerade: Hilfsebene L g mit 7 = % und Aufpunkt P; dann Schnittpunkt g N E als LotfuBpunkt F;
Abstand d(P; g) = d(P; F)

c) Punkt-Ebene: Bringe Ebene in HNF. Projiziere den Velgc_))r AP vom Ebenenaufpunkt zum Punkt auf den
Normalen-Einheitsvektor ny: Abstand d(P; E) = ngy o AP.
d) Gerade-Gerade (windschief): Hilfsebene L g und L h mit 77 = % X ¥ und Aufpunkt A (von g); dann
Bestimmung des Abstands von B (Aufpunkt von h) und E: d(g; h) = d(B;E) = % o AB
(Projektion des Vektors AB auf den Normalen-Einheitsvektor, der auf beiden Geraden senkrecht steht)
¢) Gerade-Ebene (parallel): Bestimme den Abstand des Geraden-Aufpunkts A von E: d(g; E) = d(4; E)
f) Ebene-Ebene (parallel): Bestimme den Abstand des Aufpunkts A von E zu F: d(E; F) = d(4; F)
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10.Schnittwinkel
a) Gerade-Gerade: cos @ = |%| (siehe Skalarprodukt)

= =
Uov

b) Gerade-Ebene: cos(90° — ¢) = |—

ul-|7|
c) Ebene-Ebene: cos ¢ = |n11|°|1;i| (wenn HNF gegeben ist, einfach Skalarprodukt der beiden 75)
11717tz

Ubungsaufgaben im Netz

Ubungsaufgaben mit Losungen auf http://www.raschweb.de

Wachhalten/Diagnostizieren-Aufgaben mit Losungen auf
http://lehrerfortbildung-bw.de/faecher/mathematik/gym/fb1/modul4/basis/

Ubungsaufgaben mit schrittweiser Hilfestellung und sofortiger Korrektur auf http://www.mathegym.de

Rechenregeln in Videoform erklért, mit kleinen Zwischenfragen (Vorlesung zur Vorbereitung aufs Mathestudium,
behandelt aber elementaren Schulstoff recht anschaulich und ausfiihrlich): http://capira42.appspot.com

Original-Abituraufgaben mit Losungen auf http://www.abiturloesung.de
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